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Diese Einfuhrung wurde fur Molekularbiologen gescheepdie mit der Informationstheorie
normalerweise nicht vertraut sind. Das Ziel des Textessbeskarin, eine Einfihrung in die grund-
legenden ldeen zur Informationstheorie zu geben, damteviéhrende Literatur verstanden wer-
den kann [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]. Das meiste von dem, was kaéit,Skann auch in anderen
Einfuhrungen zur Informationstheorie gefunden werdebw@hl Shannons Arbeit Uber die In-
formationstheorie im Original [10] teilweise schwer zu stehen ist, ist sie an anderen Stellen
gut verstandlichUberspringt die schwer verstandlichen Teile und Ihr wedie Arbeit genieRen.
Nach Shannons Arbeit veroffentlichte Pierce ein sehr f#ops Buch [11], das eine groRRartige
Einfuhrung zur Informationstheorie ist. Weitere Einfiithgen sind in der Literturangabe [1] an-
gefuhrt. Ein hilfreiches Arbeitsbuch konnte die Litena@tngabe [12] sein. Die gesammelten Werke
Shannons sind in [13] publiziert worden. Hinweise, wie dasiBbestellt werden kann sind unter

http://www.lecb.ncifcrf.govi-toms/bionet.info-theory.faq.html
#REFERENCES-Informatiaifheory

zu finden.
Weitere Texte und Programmdokumentation konnen unter

http://www.lecb.ncifcrf.govitoms/

gefunden werden.

Beachte: Falls ihr an manchen Stellen auf Unklarheiten &lebleme in dieser Einfihrung
treffen solltet, dann schreibt mir bitte eine E-Mail, undstereibt das Problem und die genaue
Textstelle. Sind die Hinweise gerechtfertigt, dann wirdText an der betreffenden Stelle geandert,
um die Einfuhrung so verstandlich wie moglich zu gestaltich danke allen Leuten, die Fehler
ausgemerzt haben und damit die vorliegende Version eiatigh.

*National Cancer Institute, National Cancer Institute, drabory of Experimental and Computational Bio-
logy, P. O. Box B, Building 144, Room 469, Frederick, MD 2170#mail address: toms@ncifcrf.gov.
http://www.lecb.ncifcrf.govtoms/ Der Text stammt aus Kapitel Il meiner Dissertatiorh&Tnformation Con-
tent of Binding Sites on Nucleotide Sequences”, UniversitZolorado, 1984. Da es sich um eine Arbeit fur die
U.S. Regierung handelt, kann das Dokument nicht kopiehigstwerden. [Deutschebersetzung basiert auf
Version 2.59, Uibersetzt von Fabio Tosques.]
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Information und Unbestimmtheit

Information und Unbestimmtheit sind technische Begritfes einen Vorgang beschreiben, mit
dem ein oder mehrere Objekte aus einer Sammlung von Objekisgewahlt werden. Wir wol-
len uns vorerst weder um die Bedeutung noch um die Auswirknnvgn Information kimmern,
bevor wir nicht wissen, wie wir dies mathematisch tun kdnrtellen wir uns vor, wir hatten
ein Gerat, dass 3 Symbole ausgibt, A, B oder C. Wahrend widas nachste Symbol warten,
sind wir unsicher(unbestimmy, welches Symbol erzeugt wird. Sobald ein Symbol erscheidt
wir es sehen, sinkt die Unbestimmtheit und wir merken, dasetwas/nformationerhalten ha-
ben. Das bedeutet, dass durch die Information die Unbegsheitisinkt. Und wie messen wir die
Unbestimmthel? Der einfachste Weg ware zu sagen, dass wir gdilestimmtheit von 3 Sym-
bolen® haben. Das funktioniert solange gut, bis wir anfamgeir gleichen Zeit ein zweites Gerat
zu beobachten, welches, sagen wir, die Symbole 1 und 2 drdeag zweite Gerat erzeugt also
eine,Unbestimmtheit von 2 Symbolen®. Verbinden wir die beideméd®e zu einem Gerat, erhalten
wir sechs Moglichkeiten, Al, A2, B1, B2, C1, C2. Dieses &adrét eing,Unbestimmtheit von 6
Symbolen®. Auf diese Weise denken wir normalerweise nidigr’information nach, z. B. wenn
wir zwei Bucher erhalten, sagen wir, dass wir doppelt ddwirmation haben, wie von einem
einzigen Buch. Das heisst, wir mochten,d dass unser Maif\aidtl

Das konnen wir einfach erreichen indem wir den Logarithwus der Anzahl der moglichen
Symbole nehmen. Dann kdnnen wir die Logarithmen addierehmiissen nicht die Anzahl der
Symbole multipluzieren. In unserem Beispiel erzeugt dateeGerat eine Unbestimmtheit von
log(3), das zweite votog(2) und die verbundenen Gerate Mag(3) +10g(2) = 1og(6). Die Basis
der Logarithmen bestimmt dann die Einheiten. Nehmen wiBdisis 2, dann sind die Einheiten
in Bits (mit der Basis 10 hatten wir Digits und mit der Basissdhaturlichen Logarithmus,
hatten wir Nats [14] oder Nits [15]). Wenn also ein Gerdt 8iymbol erzeugt, so haben wir eine
Unbestimmtheit von logl = 0 Bits, und wir besitzen keine Unbestimmtheit darber, was
Gerat als nachstes erzeugt. Erzeugt das Gerat zwei Sgnitaben wir eine Unbestimmbheit von
log,2 =1 Bit. Beim Lesen einer mRNA, wo beim Ribosom jede der 4 Baseiclyvahrscheinlich
ist, besitzen wir eine Unbestimmtheit von 2 Bits.

Wir stellen fest, dass unsere Formel fur Unbestimmthigeatein log(M) lautet, mitM fur die
Anzahl der Symbole. Im nachsten Schritt wollen wir die Felrso erweitern, dass sie auch die
Falle Iosen kann, wo die Symbole nicht gleichwahrscheirduftreten. Haben wir beispielsweise
3 Symbole, von denen eines nie auftritt, so haben wir wienher @nbestimmtheit von 1 Bit. Falls
das dritte Symbol im Vergleich zu den anderen beiden nur selten auftritt, dann musste die
Unbestimmtheit groRer sein als 1 aber kleiner alg (8pBits. Stellen wir die Formel etwas um:

log,(M) = —logy(M™ 1) 1)
1
= _IOQZ(M)
= —log,(P)

mit P = 1/M fur die Wahrscheinlichkeit mit der ein Symbol auftritt.alls wir uns nicht an den
Trick erinnern, wie man daZeichen herauslost*, bedenke dassMy= blogM mitb = —1.)
Wir wollen dies nun fUr verschiedene Wahrscheinlichkedes Symbol&, verallgemeinern, so
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dass die Summe der Wahrscheinlichkeiten gleich 1 ist:

M
i;ﬂ =1 2)

(Erinnern__wir uns, dass dgs Zeichen bedeutet, dig zu addieren, fur alleé beginnend von 1
bis M.) Die Uberraschung, die wir erhalten, wenn d&sSymbol erscheint wurde von Tribus [16]
,surprisal’ genannt und ist analog definiert durclog, P, also?

Ui = —log,(R). (3)

Ein Beispiel: wenrP, sich der 0 nahert, dann sind vaehr iiberraschivenn wir dast® Symbol
sehen (da es ja so gut wie nie erscheinen sollte), und diedt@mgibt, dass sich der Wert van
o nahert. Andererseits sind wir, weln= 1 ist, uberhaupt nicht tiberrascht, wenn d&Symbol
erscheint (da es jaimmer erscheinen soll) und daher istO.

Unbestimmtheit ist dedurchschnittlicheJberraschungsweftir die unendliche Zeichenfolge
von Symbolen, die unser Gerat erzeugt. Wir wollen nun w@ren den Durchschnitt einer Zei-
chenfolge der Langhl zu finden, deren Alphabet at¥ Symbolen besteht. Nehmen wir an, dass
dasit® Symbol genaiN;-mal erscheint, so dass

M
N = i;Ni. (4)

Dann erhalten wiN; Falle mit derr{Jberraschungswemt. Der durchschnittlichéJberraschungswert
fur N Symbole ist:

SN
M N (5)
2izaNi
Ersetzen wir den Nenner miit und figenN in der Summe im Zahler ein, so erhalten wir:
M
N;
— U (6)

Wenn wir das fur eine unendliche Zeichenkette von Symbdleohfuhren, dann wird die Haufigkeit
N;/N zuPR, der Wahrscheinlichkeit dé'$" Symbols. Fithren wir diese Ersetzung durch, dann sehen
wir, dass unser durchschnittlicheberraschungswert) die folgende Gleichung erh#t:

M
H:éﬁw )

IWarum verwendet enr als Symbol fiir dieUberraschung8ist das Standardsymbol furr die Entropie, was nicht
deutlich vom Zeiches unterschieden werden kann, daher stehtilr Unsicherheit funcertainty”) ... uns gehen
langsam die Symbole in der molekularen Informationsthesauis!

’Das SymboH iibernahm Shannon von BoltzmartisTheorem aus der Thermodynamik. Wir wir dem American
Journal of Physics entnehmen kdnnen, benutzte Boltzmafamgs das Symbdt und erst spater das Symbol
H, welches vermutlich vom griechischen BuchstahenEta stammt [17, 18]. Das griechische Eta entspricht im
Englischen dem Buchstaben H. Boltzmann wahltellagahrscheinlich um Verwirrungen mit dem Symigoku
vermeiden, das fiir Energie verwendet wurde.
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Ersetzen wir dann noaly, dann erhalten wir Shannons beriihmte Formel fur Unbestimait:

M
H=— ZH log, P (Bits pro Symbol) (8)
i=

Shannon hat diese Formel auf einem weitaus rigoroseren Yiadten als wir, indem er ver-
schiedene geeignete Eigenschaften fur die Unbestimtfdstlegte und daraus seine Funktion
ableitete. Hoffentlich gibt der Weg, den wir genommen haliguch ein Gefuhl dafiur wie die
Formel funktioniert.

Um zu begreifen wie di#l Funktion aussieht, kdbnnen wir sie fur den Fall von zwei $gian
zeichnen. Dies zeigt die Graphik Abbildung 1:

uncertainty, H (bits)
1.0

0.9
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0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.29/
0.1/

0.0 T T T T T T T T T l
0.00102030405060.708091.0
probability of one symbol

—

Abbildung 1: H-Funktion fur zwei Symbole.

Beachte, dass die Kurve symmetrisch ist und sie das dersta@iciPunkt erreicht, wenn die
beiden Symbole gleichwahrscheinlich sind (Wahrscheiikit = 0.5). Sie nahert sich der 0 sobald
eines der Symbole auf Kosten des anderen immer grof3er wird.

Als lehrreicheUbung wollen wir nun annehmen, dass alle Symbole gleichsediminlich sind.
Wie lasst sich dann die Gleichung fidr(Formel (8)) reduzieren?

kkkkkkkkkkkkkhkkkkkkkhkkkhkkkkhkkkkkk

3Das Programm, welches die Graphik erzeugt findet sich uttfet/mww.lecb.ncifcrf.govitoms/delila/hgraph.html
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Gleichwahrscheinlich bedeutet, dd&s- 1/M. Ersetzen wir das in der Gleichung fur die Unbe-
stimmtheit, so erhalten wir:

Hglei e — S Llog, - 9)
gleichwahrscheinlich— i;M gzl\/l

DaM keine Funktion von ist, kbnnen wirM aus der Summe ausschlie3en:

1 1 M
Hgleichwahrscheinlich = _(Mlogz M)E 1 (10)
i=

1 1
1
= —|092M (11)

= log,M

Wir erhalten dieselbe einfache Gleichung mit der wir begaminaben. Fur eine gegebene Anzahl
von Symbolen (d. hM ist gegeben) nimmt die Unbestimmthéltden grof3ten Wert an, wenn
alle Symbole gleichwahrscheinlich sind. Demnach ist esheisweise schwerer bei einer nicht
manipulierten Miinze das Ergebnis vorherzusagen alshei gianipulierten. Eine weitetébung:
wie grof3 ist die Unbestimmtheit, wenn wir 10 Symbole habed our ein einziges von ihnen
erscheint? (Hinweise sing:ﬂl(i)rplog p=0mitp=1/M und die Regel von I'Hopital, wo Olod =

0.)

Was bedeutet es nun wenn wir sagen ein Signal habg Rits pro Symbol? Das bedeutet,
wir konnen das urspringliche Signal in eine Zeichenfalgae Einsen und Nullen konvertieren
(Binarziffern), so dass wirm Durchschnittl.75 Bits fur jedes Symbol in der Originalnachricht
bendtigen. Einige Symbole brauchen mehr Bits (die seliéinedenden) und andere brauchen we-
niger Bits (die haufig auftretenden). Dazu ein Beispiehien wir an, wir habeM = 4 Symbole:

AC G T (12)
mit den folgenden Wahrscheinlichkeitef)¢
1 1 1 1
PA_§7 PC_Z7 PG_év PT_§7 (13)
welche im einzelnen den folgendelberraschungswert haben lpg, P,):
ua=1Bit, uc=2Bits, ug=3Bits, ur = 3Bits, (24)

dann ist die Unbestimmtheit

1 1 1 1 .
H :§-1+Z-2+§-3+§-3:1.75 (Bits pro Symbol) (15)

Wir wollen dies nun so umkodieren, dass die Anzahl der Eifférn dem de$Jberraschungswertes
entspricht

= 01
= 000
001 (16)

O 0O >
|
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und die Zeichenkette
ACAT GAAC a7

die gleichen Haufigkeiten besitzt wie die oben definierteahk¥cheinlichkeiten und kodiert so
dargestellt werden kann:
10110010001101 (18)

14 Binarziffern werden gebraucht um 8 Symbole darzustetler Durchschnitt ist 18 = 1.75
Bits pro Symbol. Dies wird mit Fano-Code bezeichnet. Derd-@ode hat die Eigenschaft, dass
wir ihn dekodieren kdnnen, ohne dass Leerzeichen zwisdaerSymbolen notig sind. Normaler-
weise braucht man hierfur ejheseraster® aber in diesem Beispiel kbnnen wir ohne einskan-
men und die Losung herausfinden. In dieser besonderen ikiodiéGleichung (16)) unterscheidet
die erste Binarziffer die Reihe, dig enthalt (welche{A} darstellt) von der Reihe di€C,G, T}
darstellt und mif A} gleichwahrscheinlich ist, d%z %1+ % + %. Die zweite Binarziffer, die benutzt
wird, wenn die erste Binarziffer O ist, unterscheid€f von {G, T}. Die letzte Binarziffer unter-
scheidet schlieRlickG} von {T}. Da jede Auswahl gleichverteilt ist (wie in der urspriicgién
Definition von den Wahrscheinlichkeiten der Symbole), ahiede Binarziffer 1 Bit Information.
\orsicht! Die letzte Aussage ist nicht immer wahr. Eine Binarziffank nur dann 1 Bit Infor-
mation enthalten, wenn die beiden Reihen, die von der Biffiér dargestellt werden, gleichwahr-
scheinlich sind (wie im obigen Beispiel). Sind sie nichtigtevahrscheinlich, dann enthalt eine
Binarziffer weniger als ein Bit. (Erinnern wir uns, dadsmaximal ist fur gleichwahrscheinliche
Wahrscheinlichkeiten). Waren die Wahrscheinlichkedenfolgenden

1 1 1 1
= P==, Pg==, P=2 1
2’ C 6’ G 6’ 6’ (9)

dann gabe es keine Moglichkeit einen (endlichen) Codermlefi, bei dem jede Binarziffer den
Wert von einem Bit hatte (mit groReren Symbolreihen kénnwir dies nur annaherfi)Beim
obigen Beispiel gibt es keine Moglichkeit weniger alg4 Bits pro Symbol zu verwenden aber
wir konnten verschwenderisch sein und weitere Bingmiffverwenden, um das Signal darzu-
stellen. Der Fano-Code tut dies sehr gut, indem er die Syenbatinzelne Gruppen einteilt, die
gleichwahrscheinlich sind; zur Fano-Kodierung finden waitere Hinweise in der angegebenen
Literatur zur Informationstheorie. Das Mal3 fur die Unlrasttheit gibt einerseits an, was im idea-
len Fall getan werden konnte und andererseits was unotdggi. Das Signal mit X5 Bits pro
Symbol kann beispielsweise nicht mit nur einer Binarzifieo Symbol kodiert werden, das ware
unmaoglich.

Pa =

Bringen wir die ldeen zusammen

Zu Beginn der Einfuhrung haben wir gesagt, dass mit deml&rbia Information die Unbestimmt-
heit sinkt. Jetzt wo wir eine allgemeine Gleichung fur diedgstimmtheit haben (8), konnen wir
Information mit dieser darstellen und beschreiben. Nehwiean ein Computer habe einige Infor-
mation im Speicher. Sehen wir uns nun einige Flip-Flops anncerhalten wir eine Unbestimmt-
heit mit Hpe fore Bits pro Flip-Flop. Wiurden wir jetzt einen Teil des Speich&schen (indem wir

4Dies hangt damit zusammen, dass die Briiche in der GlegctiL9) irrationale Werte annehmen wenn die Basis des
Logarithmus 2 ist und da der Fano-Code durch rationale aaki&, konnen wir keinen Fano-Code erzeugen, der
genau passt.
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die Werte auf Null setzen), dann erhalten wir eine Unbestineit, die kleiner ist als die vorherige:
Hafter. Der Speicher des Computers hatte dann einen durchdidhtt Verlust voR

R= Hbefore_ Hafter (20)

Bits von Information pro Flip-Flop. Ware der Speicher desr@uters komplett geloscht worden,
dann waréHzfter = 0 UNdR = Hpefore

Betrachten wir nun einen Fernschreiber, der Buchstaben éime Telefonleitung empfangt.
Gabe es kein Rauschen oder sonstige Storungen in deoikdggfing, dann wirde der Fernschrei-
ber die Buchstaben ohne Fehler, in perfekter Weise, ausgbbeRauschen hatten wir allerdings
eine Unbestimmtheit, ob der Fernschreiber das richtigeh&si ausgibt. Bevor also ein Zeichen
ausgegeben wird, muss der Fernschreiber fur jedes Zeidnbareitet werden und dieser Zustand
hat die Unbestimmthelpe fore Wahrend nach jedem Zeichen das er empfangt immer noasetw
Unbestimmtheit vorhanden idtl;sier. Diese Unbestimmtheit basiert auf der Wahrscheinlichkeit
dass das Symbol, welches empfangen wurde nicht dem Symiisplriht, das gesendet wurde und
misst damit die Hohe (den Grad) des Rauschens.

Shannon fuhrt dafur in Abschnitt 12 (vgl. [10] oder [1333-34]) ein Beispiel an. Ein System,
das zwei gleichwahrscheinliche Symbole pro Sekunde idmgrtsendet mit einer Rate von 1 Bit
pro Sekunde ohne Fehler. Nehmen wir an, die Wahrscheidithine 0 zu empfangen, wenn eine
0 gesendet wurde, ist® und die Wahrscheinlichkeit eine 1 zu empfangen.i3tQDiese Zahlen
werden vertauscht, wenn eine 1 empfangen wird" [19, S. 48hrDist die Unbestimmtheit, wenn
wir ein Symbol empfangen habétyier = —(0.9910g,0.99+ 0.0110g,0.01) = 0.081 und die
aktuelleUbertragungsrate ift= 1—0.081= 0.919 Bits pro Sekund&.Die Hohe der Information,
die durchkommt, ist gegeben durch das Sinken der UnbesheitnGleichung (20).

Unglucklicherweise haben viele Leute den Fehler gemaehtg diesen Aspekt nicht zu ver-
stehen und zu bericksichtigen. Daraus sind weiterenhetientstanden, weil viele Leute implizit
davon ausgegangen sind, dass es kein Rauschen in der Kokatiomigibt. Ist kein Rauschen
vorhanden, dann i = Hyetore Wie beim Speicher eines Computers, der komplett gelasaht
de. Das bedeutetvenn es kein Rauschen gibt, dann ist die Hohe der kommutgniénformation
gleich der Unbestimmtheit vor der Kommunikatidst aber Rauschen vorhanden, und irgend je-
mand geht davon aus, dass es kein Rauschen gabe, dandié@hiazu, dass alle Ansatze durch-
einander gebracht werden. Deshalb miissen wir immer dascRan mit einberechnen.

Eine letzte feinsinnige Anmerkung Im letzten Abschnitt finden wir es vielleicht komisch, dass
ich den AusdruckFlip-Flop* verwendet habe. Dies hangt damit zusammers daunbedingt das
Wort ,Bit* vermeiden wollte. Dies hat den Grund, dass das Wort zieeschiedene Bedeutungen
hat, wie weiter oben, bei der Diskussion des Fano-Codesxémerde. Die beiden Bedeutungen
sollten strikt auseinander gehalten werden. Im Folgendeden kurz die beiden Bedeutungen fur
,Bit* erlautert. Ein, Bit* kann sein:

1. Eine Binarziffer, O oder 1. Dies kann nur eine Ganzzahl.d8ei diesen,Bits* handelt es
sich um die Einzelteile von Daten in Computern.

SDas SymboR wurde von Shannon eingefiihrt. Es steht fiir digertragungsrate der Information.

6Shannon nutzte die Schreibweldg(x) und meinte damit die bedingte Unbestimmtheit des Empfiangéir eine
Nachricht, diex sendet, was wir mit, sier bezeichnet haben. Er nutzte auch den TeAquivokation® (equivoca-
tion)
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2. EinMaf fur UnbestimmtheitH oder InformationR. Da es sich hier um einen Durchschnitt
handelt, kann es jede reelle Zahl annehmen. Es ist das MafhegeShannon benutzt hat,
um Kommunikationssysteme zu beschreiben.
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Anhang: Kleines Tutorial zu Logarithmen

Die Log-Funktion verstehen

Bei der Addition nehmen wir zwei Zahlen und addieren diesegine dritte Zahl zu erhalten:
1+1=2 (21)
Diese Operation konnen wir wiederholen:
1+1+1=3. (22)
Die Multiplikation ist die mathematische Operation, diegbs erweitert:
3x1=3. (23)

Auf die gleiche Weise konnen wir die Multiplikation wiedwren:

2x2=4. (24)
und
2x2x2=8. (25)
Die Erweiterung der Multiplikation ist das Potenzieren:
2x2=2°=4 (26)
und
2x2x2=23=8. (27)

Gelesen wird dieszwei hoch drei ist acht‘. Weil das Potenzieren einfach dielé@aeiner Multi-
plikation zahlt, werden die Exponenten addiert:

22 x28 =223 =25 (28)

Die Zahl 2 ist hier die Basis des Potenzierens. Erhdhen waiir Exponent mit einem weiteren
Exponent, werden diese multipliziert:

(22)3 — 92 92 92 _ 924242 _ 92x3 _ 96 (29)

11
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Die Exponentialfunktiory = 2% zeigt der folgende Graph
y=2
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Abbildung 2: The exponential function.

Nehmen wir jetzt an, wir mochten wissen wie oft 2 mit sichbséimultipliziert werden muss,
um eine bestimmte Zahl zu erhalte. Nehmen wir z. B. 2 als B¥¥is oft muss 2 mit sich selbst
multipliziert werden, um 32 zu erhalten? D. h. wir wollen @idgende Gleichung losen:

2B=32 (30)

Natirlich, 2 = 32, also istB = 5. Um dafiir eine Formel zu haben, erfanden Mathematiker ein
neue Funktion, den Logarithmus.

log,32=>5. (31)
Gesprochen;der Logarithmus zur Basis 2 von 32 ist 5*. Das ist die inversekion zur Expo-
nentialfunktion:

210623 — 5 (32)

and

log,(2%) = a. (33)

Die Logarithmusfunktiory = log, x zeigt der folgende Gragh

’Das Programm, mit dem der Graph erzeugt wurde kann untef/ivtyw.lecb.ncifcrf.govitoms/delila/expgraph.html
gefunden werden

8Das Programm, mit dem der Graph erzeugt wurde, kann ungef/ivivw.lecb.ncifcrf.govitoms/delila/expgraph.html
gefunden werden
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y= Iogzx

01234567 8 91011121314151617181920212223242526272829303132
X

Abbildung 3: The logarithmic function.

Der Graph wurde erzeugt, indem die x- und y-Achse der Expiad&mktion vertauscht wur-
den, was dasselbe ist, wie die Kurve an einérAbBhse zu spiegeln. Beachte insbesondere, dass
logo1 = 0 undlogo0 = —o ist.

Das Additionsgesetz

Betrachten wir die Gleichung:

2ath — pa b (34)

was einfach die Verallgemeinerung der Gleichung (28) dditsehmen wir an beiden Seiten der
Gleichung den Logarithmus:

log, 22+? = log, (2a X 2b) (35)

Potenzieren und der Logarithmieren sind also inverse @ipaen, wir kdnnen die linke Seite
kiirzen:
a+b=log, <2a x 2b) (36)

Jetzt wird es trickreich, wir ersetzen pg= aund log,y = b:

log, x+log,y = log, <2'°92X X 2'092y) (37)
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Nochmal, Potenzieren und Logarithmieren sind inverse t@pemn, wir konne die beiden Falle auf
der rechten Seite kirzen:

log, x+l0g,y = log, (X x ) (38)
An dieser additiven Eigenschaft war Shannon interessiert.

Die ,Nach-vorne-ziehen“-Regel (pull-forward rule)

In der Gleichung (32):
a= 210923 (39)

Erhohen wir beide Seiten mit J
&:(w%ﬂ. (40)

Dann konnen wir die Exponenten verbinden, in dem wir wie2i®) (multiplizieren:
Y = 2uI092 a (41)

Schlief3lich nehmen wir den Logarithmus zur Basis 2 auf befsten und kiirzen die rechte Seite:

log,a" = ulog,a (42)

Diese Regel konnen wir uns merken, als eine, die es unsa¢riden Exponenten aus dem inneren
des Logarithmus nach aul3en,zeiten”.

Wie wir die Basis eines Logarithmus konvertierenk  6nnen

Taschenrechner und Computer kdnnen in der Regel den ltbgars zur Basis 2 nicht direkt be-
rechnen. Wir konnen aber einen Trick nutzen, der uns die@grung vereinfacht. Beginnen wir
mit der Gleichung:

x =log,a/log,b (43)
Arrangieren dies neu:
log,a = xlog,b. (44)
Und nutzen jetzt digumgekehrte Nach-vorne-ziehen-Regel“(!):
log,a = log, b¥ (45)
entfernen die Logarithmen:
a=Db". (46)
nehmen dann den Logarithmus zur Bdsis
log,a = log, b*. (47)
Vereinfachen dieses zu:
logpa= x. (48)
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Da wir aus der Gleichung (43) den Wert vekennen:

logp,a=log,a/log,b (49)

Die Konversionsregel, um den Logarithmus zur Basis 2 voarj@asisz zu erhalten, lautet:

log,(a) = log,(a)/log,(2) (50)

Beachte: da nicht auf der linken Seite erscheint, ist es vollig egallohen Logarithmus wir zur
Verfigung haben, weil wir mit der folgenden Gleichung iminden Logarithmus einer anderen
Basis berechnen konnen: Versuchen wir das folgende Btmpi einem Taschenrechner aus:

_ Iogwhatever!(‘?’z)
logz<32) - logwhateverl(z) . (51)

Wir sollten 5 erhalten.

Tricks With Powers of 2

In der Analysis lernen wir den natiirlichen Logarithmus det Basise = 2.718281828459045 .9
Berechnungen kdnnen mit den Taschenrechner oder mit denp@er sehr einfach durchgefuhrt
werden, aber die meisten haben Schwierigkeiten, mit diéakl im Kopf zu rechnen. Dagegen
konnen wir uns an die Potenzen zur Basis 2 leicht erinnern:

choices bits
M

1

2

4

8

16
32
64
128
256
512
1024

Boo~wounhrwnrk oW

mit 28 = M und log, M = B.
Diese Tabelle kdbnnen wir nutzen, um schnell Abschatzeh.dgarithmen von groReren Zahlen
vorzunehmen. Beachte dass:
210 — 1024~ 1000= 1C°. (52)

9Mochten Sie lhre Freunde beeindrucken, indem lhr Euch esedZahl erinnert? Dann merkt Euch: nach dé&r 2
(das misst Ihr Euch selbst merken!) folgt zweimal 1828 uanthcein 45-90°-45°Dreieck.
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Wir nehmen den Logarithmus zur Basis 2 vor 40, und denken uns:

log, (4 x 10°)

Der korrekte Wert lautet 293

logy(4) +log,(10°)
2+log,(10° x 10°)
2+100,(10%) +log,(10%)
2+10g,(21°) + log,(21°)
2+10+10

22

16

(53)
(54)
(55)
(56)
(57)
(58)



